Concours Nationaux d’Entrée aux

Cycles de Formations d’Ingénieurs
Session: Juin 2015

Concours en Mathématiques Physique

Correction de I’Epreuve de Mathématiques I

Exercice:

1. Montrer que, pour tout z > 0, tr—

t
= 5 est intégrable sur ]0,1].

’ ; 5 1% Int :
Soit > 0. L’application t — ?, est continue par morceaux sur }0,1] et
T

lim V¢ Sl =0

t—07F T+t

donc elle est intégrable sur ]0,1].

2. Montrer que I'application f est de classe C' sur 10, + oo[.

Onpose h : ]0,4+00[x]0l]] — R

Int

(zt) — ——.

T+t
L’application h est continue sur |0, + oo[x|0,1] et elle admet une dérivée partielle premiére par
rapport a .

oh ! Int

b o

qui est continue sur |0, + oo[x]0,1].
Soit [a.b] C]0, + [ et z € [a,b]. On a

- oh nd] s

L’application ¢y est intégrable sur ]0,1] et 'application @3 est continue par morceaux sur |0,1] et
est intégrable puisque,

: - |In¢
| - =10
t;%l v (a+1t)?

Donc f est de classe C'! sur 10, + ool.

In(1+z)—1
3. Montrer que, pour tout z > 0, Flz) = £M

Lo cine
)=—- | ——dt.
r@=-| i
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On a




On intégre par parties,

1
=t b u’:?
U = =773 Y = N Nt
(z +1t)2 P e e ey
On obtient,
f(z) Mt 11 . /1 dt 1 /,1 dt sl O — I 3
)= | ——— L ST e s 2 _ -
S T(I =+ t) 0 0 lT(I -t t) zJo v+t e
Nl
=0

4. Montrer que, pour tout z > 0,

i 1 ;
On pose g(z) = f(z) + f(=) + 5(111 z)?. L'application g est de classe C! sur |0, 4+ oof et on a:
)

1, Inz In(l+z)—Inz WhA+i)-mhl Inz
)42 = - g

— = 0.

§(@) = /@)~ =7

Donc g est constante sur ]0, 4 ool, elle vaut alors sa valeur en 1, c’est & dire 2f(1).

1
5. (a) Soit k € N. Calculer I'intégrale I, :/ t* Int dt.
0

On intégre par parties: ~

X

eaZ W RS, 1
VEEN, L= |—Iht ——— thdt = ——s.
* = {k+11]}0 k+1J; (k+1)
S
=0
(=Yl
(b) Montrer que, pour tout = > 1, f(z)= .
n=1 T z”
P —c—he
Pour tout z > 1 et ¢t €]0,1[, on a 0 < — < 1, donc
T
+00
1 1 : v
.
4+t z(1+1) n;( ) iy i

On obtient,

1 +oc tn 1 oo tnh'lt
R A N e
o= [y ma= [ S o

! Lthlng
On pose f,(t) = (-=1)" Zn+l

— Pour tout n € N, f,, est continue par morceaux et est intégrable sur |0,1[.

.On a
— La série E fn converge simplement sur ]0,1[.
n>0

1
- La série Z/ | fn] est convergente puisque:
n>0 0
L 7 Ingt
—-1)" dt
»/O g( ) In—{»l
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1t 1 1
= — t"Intdt = ——eu——- < —.
ol /0 M= D2+ = g

[




Par intégration terme & terme, on obtient

+00 1 00 1 aee
e Pl o BRSSP el SR
fo =3 [rmea=y s S CN

n=0

1
(C) Montrer que f(z) ~ —=.
&r¥-+oo b1

(ar :
—3 — converge normalement sur [1, + ool puisque
G T

La série de fonctions E
n>1

Ve >1,Vn e N*, l

En utilisant le théoreme de la double limite et puisque

i _(—l)”l e ey o =]
e 0 L 2

zstoco =1 p2 =

on aura, lim zf(x) =—1. Ainsi, f(z) ~ —=.
400 T—+00 T

(d) En déduire un équivalent simple de f au voisinage de 07.

Ona flz)= ~f(l) - E(lnm)2 +2f(1), et puisque lim f(l) =0, donc
- 2 o0t T

(Inz)? 4+ 2£(1)

L
0 i
1
2

lim _f(%)_

o0t —3(Inz)?

D’ou 5
). r~ -5(11”137)2'

=0t

Probléme I:

Partie I:

1. Soit 2z € C*. Montrer que la série Z(n +1)an+1z" converge absolument.
n>0

: +1 R At
Soit 7 > |z|. Pour tout n € N, (n+ 1)an112" ! = apyr™ <—) .
r z
z z\nt+l n — 1 e
Comme ‘—l < 1 alors (~) — 0 et donc ](n+ l)anHz”Ht =0 (IanHT"Hl) )
T v 2 n—+oco
Le rayon de convergence de E anz" étant infini, la série Z [an_Hr”H[ converge.
n>0 n>0

Le théoréeme de comparaison des séries & termes positifs permet alors de conclure que la série
E }(n + l)anHz”Ht converge, c’est a dire E (n+ Vany12™H converge absolument.
n>0 n>0

2. En déduire que le rayon de convergence de la série entiére Z(n + L)an412" est infini.
n>0
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Drapreés la question précédente 1+ 1ane1 2™ converge absolument pour tout z € C*
n-r [=)
n>0
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére n -+ 1)ap~12™ est infini.
) S5 1+1
n>0

3. (a) Montrer que f est continue sur R
L’application S est continue sur C et Iapplication ¢ : R> = C, (r,8) — zq + re'? est continue
sur R% Donc f = So 0 est continue sur R2.

(‘b) Montrer que f admet une dérivée partielle premiére par rapport a r donnée par:
of

ar (r,6) = e’®s1 (20 + 7‘6’9> :

Soit 6 € R. Pour tout n € N on pose f, : R — C, r — a, (zo + rsie)n . Alors

(1) Z fn converge simplement sur R (car le rayon de convergence de Z anz" est infini).
n>0 n>0
(ii) Les f,, sont de classe C' sur R, f§ =0, et pour tout n € N*,

: ; =i
fr iR — Cr o> nane® (zo +re?)"

(iii) Soit @ > 0. Pour tout r € [—a,a] et tout n € N*,

+r)* ™" < Inanl (20| +@)" 7,

20

| (= lnaneie (20 + Te’ie)nd‘ <naq

Comme la série entiére Z(ﬂ + 1)anc12™ a un rayon de convergence infini alors la série
n>0

Z Inan| (|zol + @)" ™" converge. Il s'ensuit que z:f,'1 converge normalement et donc uni-

n>1 n>0

formément sur [—a,a] . Donc z fr, converge uniformément sur tout segment de R.

n>0
400

Les points (i), (ii) et (iii) permettent de conclure que la somme Z fn est de classe C! sur R

n=0
A0 / +oco
ol
et que E T :E T
n=0 n=0
+co

Donc I'application 7 — Z fn (1) = f (r.0) est dérivable sur R et que sa dérivée est 'application
n=0

+oc +co 3 +oc ] )
ik Z fu(r) = Z nane® (20 +re®)" = e Z (n+ 1) any1 (20 +re®)" = €95 (2 +re'f).
n=0

n=0 n=1
i » gt Wl :
On en déduit que f admet une dérivée partielle 5 donnée par
ar

g% (r.8) = S, (20 + rem) . (1) R

(L) Montrer que f admet une dérivée partielle premiére par rapport a  donnée par:

Z_g (r,0) = ire? s (zo + rs:ia) .
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Soit r € R. Pour tout n € N on pose gn R —=C, 80— a, (zg + 7‘ei9)’l . Alors
) Z gn converge simplement sur R (car le rayon de convergence de Z a,z" est infini).
n>0 n>0
(ii) Les gn sont de classe C* sur R, gj = 0, et pour tout n € N*,

T igyn—1
g, R = C, 0 nayrie® (20 + re’g)

(iii) Pour tout # € R et tout n € N*,

6 1—-1

lgn ()] = ina'n”éie (20 + e )HAI’ < Inanr| (20] + [r])"

Comme la série entiére Z(n + 1)an412" a un rayon de convergence infini alors la série
n>0

Z Inanr| (|20] + |r])* 7! converge. Il s'ensuit que Zg; converge normalement et donc uni-

n>1 n>0

formément sur R. Donc Z g., converge uniformément sur R.

n>0
+oo
Les points (i), (ii) et (iii) permettent de conclure que la somme Z gn est de classe C* sur R
n=0
o] / +co
et que (Z gn> Z g,,. Donc 'application 6 Z gn (8) = f (r,0) est dérivable sur R et
n=0 n=0 n=0
que sa dérivée est application
0o A +o00
g D .
0 — Z g (0) = Z napire’? 70 + ret ) = jre'? Z (n+1)an (zo + 7‘619) = re'?S; (zo + rew) :
: n=0

: ; } 0
On en déduit que f admet une dérivée partielle —f donnée par

00

% (r,0) = ire’®S; (20 +re?), (r8) e R

(d) En déduire que f est de classe C! sur R? et vérifie P’équation aux dérivées partielles:

rg (r0) + i(—;g (r0) =
D’aprés les questions 3)b) et 3)c) la fonction f admet des dérivées partielles premiéres B et
20 données par
5} : : af AN ; . A
r)i (r,0) = e¥9; (zo + 7’610> et O—é (r,8) = iret? s, (zo +re??),  (r) e R2

En procédant comme dans 3)a) on prouve que I'application R? — C, (r, 9) — 5 (20 + reié) est

continue sur R*. Comme de plus les fonctions R? — C, (r,8) — e et R* = C, (r,0) s ire’’
af . . af
sont continues alors les fonctions 3 et 30 sont continues sur R
d 3} :
Maintenant, f admet des dérivées partielles premiéres 5[ et jg qui sont continues sur R?,
donc f est de classe C! sur R?.
7] af a a
La formule r 55; (r.0) + la;é (r,.0) = 0 se déduit facilement des expressions de Z}i et E)g
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Partie 11

1. Montrer que, pour tout (r,6) € R

+o0

f(r8) =uo(r)+ Z (un (ry et £ u_y (r) e_z"9> .

n=1

Soit r € R. La fonction fr : R = C,0 = f (r,0) est 2m-périodique et de classe C!, donc sa série de
Fourier converge normalement sur R et sa somme est Yy
Puisque, de plus, u, (r) = ¢, (fr) pour tout n € Z, on en déduit que

+o00

fr8) = fr(0) =uo(r)+ z (un (r)e I )e‘me) .

n=1

2. Montrer que, pour tout n € Z, ’application u, : R — C, r — un (1), est de classe ¢! sur R et que, pour
tout r € R,

27 :
up, (r) = i/o %(r,e) e g,

On pose ¢ : [027] x R = C, (,0) = ‘)i—j (r.6) e~ Alors

(i) ¢ est contmue sur [0,27‘] x R,

. 9 ,
(i) ¢ admet une dérivée partielle premiére %i :[027] xR = C, (r.0) = —G_J; (r,0) e~
r

0.,\
(iii) % est continue sur [0,27] x R.
e

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales dépendants d'un paramétre, u, est de classe B
sur R et pour tout r € R,
e

—ind
= — e,
2 Jo 07' ( 9) . 6

ul, (7

3. (a) Soit n € Z. Montrer que, pour tout r € R,

rul, (r) — nun (r) = 0.

Soit r € R, alors

2% B 2% n.r
rul, (r) = 51:/0 r%(rﬁ)e'i”gd@:—% - 'i%]g—‘(rﬂ)e“medﬁ, (I.P.P)
- —%{f(rﬂ)e_mﬂ;w%—% £ (r8) (—in) e~ ™do
TI,~ 27 : :
= — f(r8)e "dg
27 Jo
= nunir)

Donc rul, (r) — nuy (r) = 0.

(b) En déduire que, pour tout n € Z, il existe an € C tel que pour tout r £ Ri,

U (T )= anr™.
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La fonction u,, vérifie 'équation différentielle y' — —y = 0 sur R*". En utilisant la primitive
=

* 4 n 1 . *
r— nlnr sur R de r — =, on peut conclure qu'il existe a, € C tel que pour tout 7 € R -,
7

i ()= a7 = apr

(c) Montrer alors que, pour tout r € R,

anr™ siné€N,

un(r):{ 0 sin<0.

En faisant tendre r vers 0, on obtient: lim u, (r) = lim a,r™.
r—0 r—0

Comme u, est continue en 0, alors lin}) T r) =1y (0) - Donc 1ir% @™ =1 (0] .
r— r—

Il vient que, pour n < 0, a, = 0, et pour n € N, u, (r) = apr™ pour tout r € R*. Donc pour

tout 7 ERT :up, (r) =0sin < 0etuy (1) =anr” sin €N,

(d) En déduire que, pour tout (r,6) € Ry xR,

s

f(r0) = Z anremd.

n=0

En utilisant la question II-1, pour tout (r,0) € R?,

+o0
f(r0) up (1) + Z (un (7) €™ +u_y (r) e~ )
n=1
+00 )
= gp+ Z a‘n,rnem&
n=1

+o0
s § :an'r’”emg.
n=0

Partie 111

Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) = (i)

Supposons que la fonction f est de classe C% et vérifie léquation aux dérivées partielles
q | p

T

"or 26
+oc
En utilisant la question II-3-d, on obtient, pour tout (r,d) € R* x R, f (r,6) = Z Al e
n=0
Soit z € C. Alors il existe (r,0) € RT x R tel que z = re?. Donc
+o0 +o0o +o0
. - re n
F(z)=F (7'619) = Flrii— Zanr”e”’g = Z Gn (7‘61’9) = Z anz".
n=0 n=0 n=0

(Y= (#1)
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Supposons qu'il existe une suite complexe (an), telle que
+oo
VzeC, F(z)= Zan:”.
n=0

Soit 29 € C et g : R? = C, (rg) — F (zo + rew) . On peut conclure a laide de la question I-3-d que g
Al : A ; 7] Re)
vérifie 'équation aux dérivées partielles et (r.0)+ 18461

or

(r.#) = 0. En utilisant la question II-3-d, il existe

+o00
une suite (b, ), de nombres complexes telle que pour tout (r,§) € RT xR, ¢ (r,0) = Z bprme'™?.
n=0

Siz € C, alors il existe (r,8) € RT x R tel que z = 29 + re?. Donc

+oo +oo +0c0
F(2)=F (20 +7e?) = g(r9) = Z bprtet™ = Z b, ('rew)n =< Z by (2 —2g)™
n=0 =0 n=0

(iid) = (i)

Supposons que pour tout complexe zy € C, il existe une suite complexe (by,),, telle que

+oo
VzEC, F(2) =) by(z—2)".

n=0

TOoO
En particulier pour zg = 0, il existe une suite complexe (bn),, telle que Vz € C, F (2) = Z bz
n=0

D’aprés la question I-3-d, la fonction f est de classe C'! et vérifie Iéquation aux dérivées partielles

-r% (r,0) + z% (r,8) = 0.

Probléme II

Partie I

L. Montrer que, pour tout n £ H,
| eng1 —zn < E" 21 —20 || -

On procede par récurrence. Pour n = 0, I'inégalité est vérifiée. Supposons que pour un certain entier
nona | Tpys —zn |[<E* |21 —20||. Ona

| Znt2 = Tnsr 1=l f(@ne1) = F@a)l S k|| Zngr — 2n I8 o =

D’ou l'inégalité est vérifice pour n + 1.

S}

. Montrer alors que la série Z(mn+1 — ) est convergente.
n>0
D’apres la question précédente, et puisque k €]0,1] et par comparaison, la série E lzne1 —znl| est
n>0
convergente.
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L’espace E étant de dimension finie, donc la convergence absolue entraine la convergence. On en
déduit que la série E (Tnt1 — Tn) est convergente.
n>0

3. En déduire que la suite (zn),>0 est convergente. On note ¢ sa limite.

La série E (41 — x,) est convergente, donc la suite des sommes partielles

n>0
n—1
Syi= E (Tpo1 — Tk) = Ty — 2o est convergente. Ainsi, la suite (2,,),>0 est convergente.
k=1

4. Montrer que ¢ € A et que f({) =¢.
L’application f est contractante donc continue et la suite (z,), est convergente vers £ et vérifie
Zni1 = f(zn). Donc, en passant a la limite, £ = f(£).

5. On suppose que f admet deux points fixes ¢ et #. Montrer que £ = /.

Soient £ et ¢ deux points fixes de f.
Onal| fl&) - f(&)||I<E|£—¢|.Donc, |[£—¢ ||<k||£~2|. Dout="¢.

kTL
6. Montrer que, Yn €N, ||z, — € [|< o fz1—=o || -

Soit n € N et N > n. D’aprés la premiére question:

I N N N N
3 ke N
lew —zall = | 3 @p—2p- )| € X lltp —zpall < lmn —zoll > K = llos — ol T
| p=n+1 p=n+1 p=n+1

En faisant tendre N — 400, on aura || z, — £ ||< 2z —=o | -

1—-k

7. (a) Montrer que les applications sinus et arctangente sont 1-lipschitziennes sur R.
L'application f : t — sint est de classe C* sur R et sa dérivée est f](t) = cost.
On a, vVt € R, | f{(t)] <1, donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis,

Vz,y€e R, |[sinz—siny|l <|z-—1yl|

D’ou f; est 1-lipschitzienne.
1

De méme la fonction arctangente est de classe C! sur R et sa fonction dérivée, z — e
x?

est bornée par 1, donc 1-lipschitzienne.

(b) Montrer que le systéme

dgiie= sin(z + )
3y = 3+ 2arctan(z —vy),
admet une unique solution dans R2.
S
B . sin(z + y)
Le systéme donné est équivalent au systéme:
2
y = 1+ 3 arctan(z — y),
On introduit, ainsi, la fonction f : B s R

1 2
(ry) <Z sin(z 4+ y), 1 + 3 arctan(z — y))
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Soient (z,y); (z1,41) € R? On a

: . 1 L2 2
1 f(zg) = flean)] = ” (— sin(z +y) — i sin(z; + ’/1)5 arctan(z —y) — 3 arctan(z; — y1)
1
< ks [sin(@ + y) —sin(z; +y1)] + = 3 [arctan(m —y) — arctan(z; — y1)|
1
= EII_‘"Z/‘“ll“Jli“' e~ y= 2 hanl
< Jlo=ml+ gyl + ol -+ 2l
o T i e e >
4 T — T 1 Y=t ta it 3 Y=
1
s (zy) — (zuy)ll -

11
On conclut que f est T5-contractante sur R?,

unique point fixe et par suite le systéme donné admet une

qui est fermé de lui méme, donc f admet un

unique solution.

8. Soit g :
Montrer que g admet un unique point fixe.

L’application ¢” est contractante sur A, donc elle admet un uni

4 — A. On suppose qu’il existe p € N* tel que ¢” soit contractante.

que point fixe a € A4, ¢°(a) = a.

On applique g & I’égalité précédente, on obtient gP**(a) = g(a), ce qui entraine, g”(g(a)) = g(a),

par unicité du point fixe de g”, on conclut que g(a) = a.

Ce point fixe est unique puisque tout point fixe de ¢ est un point fixe de 5%

Partie IT

1. Montrer que la suite (frn)n>1 converge uniformément vers f sur A.

1/n(z) = F@)]| = ~l|f(rr)|!

Donc la suite (f,,)n>1 converge uniformément Vers f sur 4

Pour tous z € A, n € N*,

. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique élément z, de A vérifiant Tl ) =T

Pour n =1, f; est 'application nulle, 0 est I'unique point fixe de f;.

Soit n > 2. Pour tout z,.y € 4, ||fo(x) — fu(¥)|| = %Hf(r) -

o 7l -
Donc f,, est —-lipschitzienne et la partie A est un fermé de E.
n

De plus, Vo € 4, || fn(2)] = <l - ~> If(z)] <1, donc fr(A) C

Ainsi, f, admet un unique point fixe dans A qu’on note z,,.

@< ~le 3l

C A.

- En déduire que I’application f admet un point fixe.

On considére la suite (z,),>; des éléments de A formée par les

points fixes de fonctions f,,, n > 1.

La boule unité fermée est compacte, donc la suite (zn)n>1 admet une sous suite convergente dans

4. On la note (x,(n))n>1 et on désigne par £ sa limite. On a

: 1 :
21, fom(Tem) = <1 i *> S (@) = Tp(n)-
¢(n)

Par récurrence, on peut vérifier que ¥n > 1, ¢(n) > n, donc lim ©o(n) = +oc.

n— 400

1 e
En faisant tendre n vers +oc dans l'égaliteé, Tp(n) = <1 v )) f(z,eny), et par continuité de f,

p(n

on obtient f(£) = ¢. Donc l'application f admet un point fixe.

Correction Concours Mathématiques et Physique - Session Juin 2015 Epreuve de

Mathématiques [ Page 10/12



4. A-t-on, nécessairement, I'unicité du point fixe de f.
On n’a pas nécessairement, 'unicité du point fixe de f.
1l suffit de choisir f(z) = z. Cette application est 1-lipschitzienne sur la boule unité fermée et admet
une infinité des points fixes.

Partie 111

1. Montrer que, pour tout entier non nul n, g,(4) C A.

Soit x € A. Pour tout k € N, |1f’:(_)[|_§_ H?TN ;:);n;_p;u; tout n € N*,
lgn ()l |2+ F@) + £2(z) + -+ 7 @)

= (2l + 1F @l + - + 1~ @)

I

AN

IA

(I4+14:+1)=1
¢ SRR

Donc g.(A) C A

2. Montrer que
3 2
VneN*, Vy€gn(A), | fy) —vl< =

Soit y € gn(A), donc il existe a € A tel que y = gn(a).
On remarque que u(f*(a)) = f*(a) = b, k=2,...,n. Dot

163l = 17(00(@) — 90(@)] = Julga(@) + b~ 9a(a)]
= [} @+ wti@+ @) + b= S 0 @)+ @)

Il

|

= H a) = bt e bt +f”(a)—b)+b—%(a+f(a)+~--+f”(a))“

= L@ - al
L@l + lal) <

IA

2
n

3. Soit a € A. Montrer que la suite (f (gn (a)) — gn (a)),,~, converge vers 0.

D’aprés la question précédente et en choisissant y = g, (a), on aura

Yn €N, [f{gala)) - gala)l < >

On en déduit que la suite (f (gn (a)) — gn (a)),,>, converge vers 0.

4. En déduire que ’application f admet un point fixe.

La suite (gn(a)), est une suite du compact A, donc elle admet une sous suite convergente dans A.
On note (gy(ny(a))n cette suite et £ sa limite.

On sait que la suite (f (gn (a)) — gn (a)) 5, converge vers 0. Donc la suite (f (9o(n)a)) — g¢(n)(a))n21
converge vers 0. Or 'application f est continue comme somme d’une application linéaire (donc conti-
nue) et d'une application constante. On en déduit que la suite (j (g¢(n>(a)) - 9‘#(”>(a)>u>1 converge
vers f(£) — ¢. Par unicité de la limite, f(£) — ¢ = 0. Ainsi £ est un point fixe de f. -
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. Montrer que si 2 est un point fixe de [, alors x est un point fixe de g,,, pour tout n >1.

Soit & un point fixe de f, alors, pour tout n > 1,

gn(z) = %(I—i— fle)+ Pla) + -+ f””l(.r)) = % (z+z+z+ - +z)==z

6. En déduire que I'ensemble S; = m gn(A) est non vide.
n>1

L’application f admet au moins un point fixe z dans A, qui est aussi un point fixe de G-
Donc Vn > 1, z = g, (x) € g,(A), et par suite z € ﬂ gn(A).

n>1

(. Montrer que S'f est exactement I’ensemble des points fixes de i
D’une part, tout point fixe de J est un élément de Sy. D’autre part, si z € S§, alors pour tout
entier non nul n, z € g,(A), donc

| ro

vneN, | fz)-z < -

3

En faisant tendre n vers +o0, on obtient f(z) = z.
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